一、信号波形变换

表示右移 ；

表示左移 。
但是开始出现这种：

这种就不能只靠“左加右减”硬套了。

1. 最稳的方法：变量替换法
设新信号是：

我们令：

也就是说，新信号 的值，其实是原信号 在 处的值。
所以做题时就问一句：
原来 的某个点 ，在新图里跑到哪个 上？
由：

解得：

这个公式非常稳。

2. 例子：画 
原信号大概是这样：
· 从 到 ，线性从 0 上升到 1； 
· 从 到 ，保持为 1； 
· 其他地方为 0。 
· [image: ]
所以原函数可以写成：

现在要求：

令：

也就是：

这说明原来的横坐标 ，会被映射到新的横坐标 。
先看原来的关键点：

分别变成：

所以原信号区间：

变成：

由于顺序反了，说明发生了反褶。
原来的区间：

变成：

所以最后新信号的非零区间是：

其中：
· ，对应原来的平台 ，所以值为 1； 
· ，对应原来的斜坡 ，所以值逐渐从 1 降到 0。 
代入表达式：
当：

也就是：

解得：

此时：

代入 ：

所以：

图像就是：从 到 为 1，然后从 到 线性下降到 0。

3. 为什么有时候分解顺序会错？
比如：

可以写成：

如果说“先右移 2，再压缩反褶”，就很容易乱。
因为时移和尺度变换不满足随便交换顺序。
比如：

可以写成：

它不是简单的“左移 4 再压缩”，而是整体变量先变成 ，再乘 2。
所以遇到综合变换，最推荐的方法是：
不要硬背顺序，直接令 ，解区间。

二、已知变换后的波形，反求原波形
已知 的波形，画 的波形。
[image: ]
这种题的核心是反过来映射。
设：

令：

那么：

如果想求原来的 ，就把新图 上的横坐标 按照：

变回去。
也可以写成：

这句话很重要。
意思是：原信号 ，可以通过把已知的 再做一次反向变换得到。
做图时还是抓关键点。
如果 的关键点在：

那么原信号对应的横坐标是：

分别得到：

然后把这些点按原来的函数值重新连起来。
这种题不要害怕，核心就一个：


三、信号的微分和积分
这部分非常重要，因为后面系统的微分方程、冲激响应都要用。

1. 信号微分
连续信号 的微分是：

直观理解：微分看的是波形变化得快不快。
比如：
· 水平线，导数为 0； 
· 斜率为正，导数为正； 
· 斜率为负，导数为负； 
· 斜率越大，导数越大。 

2. 分段线性信号的导数
我的笔记里有一个波形：
[image: ]
· ：从 0 线性上升到 2； 
· ：保持为 2； 
· ：从 2 线性下降到 0。 
那么导数就是：

图像就是：
· 上升段对应一个高度为 2 的矩形； 
· 平台段对应 0； 
· 下降段对应一个高度为 -2 的矩形。 
信号经过微分后，突出显示它的变化部分。

3. 有突变时，导数里会出现冲激
普通导数里面，跳变点是不可导的。
但是在信号与系统里，我们会用“广义函数”的观点，把跳变点的导数表示成冲激函数。
最重要的规律是：

如果在 处，信号从左极限 跳到右极限 ，那么导数中有一项：

也就是：

比如从 0 跳到 1：

导数中有：

从 1 跳到 0：

导数中有：


4. 例子：三角波加跳变点的一阶导数
笔记里有这个例子：
[image: ]
波形大概是：
· ：斜率为 
· ：斜率为 
· 在 处从 跳到 0 
所以普通斜率部分是：

导数可以写成：

解释一下：

在 等于 1，其余为 0。
所以它表示 到 0 之间高度为 1 的矩形。

在 等于 1。
前面有负号，所以表示 之间高度为 -1 的矩形。
最后：

表示在 有一个向上的冲激。
为什么是向上？
因为原信号在 处从 跳到 0：

所以冲激强度是 。
还有一个题[image: ]

五、信号积分
信号积分通常写成：

注意这里积分上限是 ，所以积分结果也是一个关于 的函数。
直观理解：积分是“面积累加”。
如果 ，积分结果往上增长；
如果 ，积分结果往下降；
如果 ，积分结果保持不变。

1. 积分会让波形变平滑
信号经积分运算后，其效果与微分相反，信号的突出部分可变得平滑。
这是很重要的直觉。
微分会突出变化、尖角、跳变；
积分会累积面积，让信号更平滑。
例如：
· 冲激积分得到阶跃； 
· 阶跃积分得到斜变； 
· 矩形积分得到斜坡； 
· 三角形积分得到抛物线形状。 

2. 阶跃与冲激的积分微分关系
最核心的两条：

也就是说：阶跃的导数是冲激，冲激的积分是阶跃。

六、两个信号相加和相乘
这部分看起来简单，但后面卷积之前必须会。

1. 信号相加
如果有两个信号：

它们相加就是：

意思是：同一时刻的函数值相加。
比如某一时刻：

那么：

相加信号也叫“和信号”。

2. 信号相乘
两个信号相乘就是：

意思是：同一时刻的函数值对应相乘。
这个特别常用于“截取信号”。
比如：

因为：

所以：

就表示把 的部分全部截掉，只保留 的部分。
这种信号叫因果信号。
再比如：

就是只保留 这一段。
七、奇异函数，也叫奇异信号

这里的“奇异”不是说很奇怪，而是说这些函数在某些点不连续，甚至普通函数意义下不好定义。
常见的有：
· 单位斜变信号； 
· 单位阶跃信号； 
· 门函数； 
· 符号函数； 
· 单位冲激信号； 
· 冲激偶信号。 

九、单位斜变信号
1. 定义
单位斜变信号通常写成：
[image: ]

也可以写成：

它的图像是：
· 时为 0； 
· 时是一条斜率为 1 的直线。 
所以叫单位斜变信号。

2. 延时斜变信号
如果斜坡从 开始，则写成：

也就是：

注意：

和

不是一个东西。
例如：

表示 才有值，且从 开始值为 。
但：

表示 才有值，从 开始为 0，然后上升。

3. 截平的斜变信号
笔记里有一个“截平”的斜变信号。
意思是：
[image: ]
从 开始线性上升，到 时达到 ，之后保持 不变。
它可以写成：

用阶跃函数写，可以写成：

或者更简洁地用斜变函数：

因为：
· 从 0 开始上升； 
· 从 开始上升； 
· 两者相减后， 之后斜率抵消，变成常数。 

十、单位阶跃信号
1. 定义
[image: ]
单位阶跃信号写成：

在 处，一般可以规定：

也有教材干脆说 不定义。
这在大多数信号系统题里不影响结果，因为单独一个点的值对积分没有影响。

2. 延时阶跃信号

它表示在 处从 0 跳到 1。
如果是：

那就是在 处跳变。

3. 用阶跃函数表示矩形脉冲
这是重点。
一个从 到 的矩形脉冲可以写成：

解释：
当 ：

所以：

当 ：

所以：

当 ：

所以：

所以它刚好是 之间高度为 1 的矩形。

4. 门函数
如果矩形脉冲关于纵轴对称，宽度为 ，通常写成门函数：[image: ]

它在：

之间等于 1，其余为 0。
这个函数后面傅里叶变换里非常重要。
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