十一、阶跃函数的单边特性
阶跃信号的单边特性。意思是阶跃函数可以用来“截取一边”。
比如：
[image: ]
只保留 的部分。

例子 1

这表示：

所以它是从 才开始存在的正弦信号。

例子 2

其中：

只在：

等于 1。
所以整个信号表示：

之间的一段衰减指数，其余地方为 0。
也就是说：阶跃函数不仅能打开信号，还能规定信号存在的范围。

十二、几个典型阶跃函数作图题

1. 
分区间讨论。
[image: ]
当 ：

所以：

当 ：

所以：

当 ：

所以：

所以图像是：


[image: ]
2. 
可以把它拆成：

减去：

也就是：

第一项在：

等于 1。
第二项在：

等于 1。
所以整体为：

图像就是左边一个正矩形，右边一个负矩形。

[image: ]
3. 
先看：

再看：

它什么时候等于 1？

所以：

两个同时为 1 的范围是：

所以：

就是一个从 0 到 3 的矩形脉冲。

4. 
[image: ]
括号：

只在：

等于 1。
所以：

也就是把 截取在 到 之间。

5. 
[image: ]
乘上 ，表示只保留 。
所以它是：

才开始的衰减正弦信号。

6. 
[image: ]
这个要特别小心。
因为乘的是 ，所以范围是：

不是 。
所以：

它在 的右侧从 开始，然后斜率为 1 上升，到 过零。
如果题目是：

那才是从 开始的斜坡。

7. 
[image: ]
因为乘的是：

所以信号只在：

存在。
当 时：

所以它从 处高度 3 开始，然后指数衰减。

十三、符号函数
1. 定义
[image: ]
符号函数写成：

在 处通常规定：

或者不定义。

2. 和阶跃函数的关系
符号函数可以用阶跃函数表示：

验证一下。
当 ：

所以：

当 ：

所以：

成立。
反过来也可以写：


十四、单位冲激函数
这是信号与系统里面最重要、也最抽象的一个。
冲激函数写成：

它不是普通意义上的函数，而是广义函数。

1. 从矩形脉冲逼近冲激
里先用矩形脉冲来引入。
设一个矩形脉冲：
· 宽度为 
· 高度为 
那么面积是：

如果让：

那么矩形变得越来越窄，高度越来越高，但面积始终保持 1。
极限情况下，就得到单位冲激函数：

这表示一个以 0 为中心、面积为 1 的无限窄脉冲。
[image: ]

2. 冲激函数的定义
冲激函数满足：

并且：

这两个条件一起定义了单位冲激。
所以它的重点不是“高度”，而是“面积”。
冲激图像上画一个箭头，箭头旁边写 1，表示：
这个冲激的强度，也就是面积，是 1。不是说它的高度是 1。

3. 强度为 的冲激
如果冲激强度不是 1，而是 ，则写成：

它满足：

所以图像上箭头旁边写 。

4. 位于 的冲激
如果冲激不在 0，而在 ，写成：

它满足：

并且：


5. 三角形脉冲也能逼近冲激
三角形脉冲逼近冲激。
只要满足两个条件：
1. 脉冲宽度趋近于 0； 
2. 面积保持为 1； 
那么不管它是矩形、三角形，还是别的尖脉冲，极限都可以看成单位冲激。
所以冲激的关键不是形状，而是：


6. 冲激的筛选性质
后面一定会用，所以提前说一下。
如果 是普通信号，那么：

这叫冲激函数的筛选性质。
意思是：冲激可以从一个信号中“筛选出”某个时刻的值。[image: ]
比如：

如果有强度：


十五、冲激和阶跃的关系
最重要的关系：

以及：

所以可以理解为：
· 阶跃是突然跳变； 
· 冲激是跳变瞬间的导数。 
如果阶跃从 0 跳到 1，导数就是一个强度为 1 的冲激。
如果从 0 跳到 ，导数就是：

如果从 跳到 0，导数就是：


十六、：画冲激组合
笔记里有：

[image: ]
这个图像不是普通曲线，而是三个箭头：
· 在 处，一个向上的冲激，强度为 1； 
· 在 处，一个向下的冲激，强度为 2； 
· 在 处，一个向上的冲激，强度为 1。 
注意：

表示强度为 ，所以箭头向下。

十七、电路角度理解冲激
有一个电容例子，非常重要。（零输入响应）[image: ]
电容电流和电压关系是：

如果电容电压 是一个斜坡：

那么它在中间那段的斜率是：

所以电流是：

也就是一个矩形脉冲。
它的面积是：

当：

电压从斜坡变成阶跃：

电流就变成：

这说明：如果电容电压瞬间跳变，那么需要一个冲激电流。[image: ]
所以在普通电路分析里，如果没有冲激电流作用，电容电压不能突变：

类似地，电感满足：

如果没有冲激电压作用，电感电流不能突变：

这和电路原理里学的换路定理是对应的。

十八、冲激偶信号

这个叫冲激偶信号，也就是冲激函数的导数。
它比冲激更抽象。
[image: ]
先知道这几个关系就够了：

并且它有一个重要性质：

后面如果讲系统微分方程和卷积时会再见到它。
先记住：阶跃的导数是冲激，冲激的导数是冲激偶。

十九、固定波形例子
笔记最后有一类题：用阶跃函数写有限时间内的正弦波。

1. 有限长度正弦波

其中：

表示只保留：

所以 是一段有限长度正弦波。
再看正弦部分：

角频率是：

周期是：

所以在 这段里面，刚好包含两个周期。
[image: ]

2. 正负翻转的有限正弦波

先看前面的窗函数：

可以改写成：

第一项在：

等于 1。
第二项在：

等于 1，但前面有负号，所以整体为 -1。
因此：

所以 表示：
· 内原样保留正弦； 
· 内把正弦乘以 ，也就是上下翻转； 
· 其他地方为 0。 

二十、笔记的核心总结
这几页可以归纳成三条主线。
第一条，波形变换：

不要乱用口诀，最稳的是：

根据原变量 和新变量 的对应关系画图。
第二条，微分和积分：
微分看斜率，突出变化；
积分看面积，平滑信号。
跳变点的微分会产生冲激：

第三条，阶跃和冲激是后面所有分析的基础：

可以开关、截取信号；

可以表示瞬时作用、跳变导数、系统单位冲激响应。
最核心关系是：

信号与系统后面会反复问：输入一个阶跃或冲激，系统输出什么？
所以这部分一定要熟。
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