上一节的例题讲解图示和总结：
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总结：[image: ]
回到这节课：二、阶跃响应 

1. 定义
阶跃响应是：系统在零状态条件下，对单位阶跃输入 的响应。
也就是：

且：


2. 阶跃响应也是系统固有属性
和冲激响应一样，阶跃响应也是在零状态条件下定义的，所以它也是系统自身特性的反映。

冲激响应和阶跃响应的关系
这是重点。
因为：

在 LTI 系统中，微分关系可以传递到输出。
如果：

那么：

但 的响应就是 。
所以：

反过来：

所以：

这两个公式非常重要：


已知阶跃响应求冲激响应
例题（就是求导而已）：

求冲激响应 。
因为：

所以要求：

这里一定要用公式：

令：

则：

所以：

即：

注意：如果 在 有跳变，那么 中一定会有冲激项。

已知冲激响应求阶跃响应
[image: ]
最后一个例子是：

求：

因为：

由于 里有 ，所以当 时为 0。
因此对 ：

分别积分：

所以：

整理：

因此：


三．这里有一个很容易错的点
[image: ]
不能直接把：

随便移到积分外面当成：

除非你已经明确积分上下限和变量关系。
正确理解是：

所以：
· 当 ，积分区间内没有有效部分， 
· 当 ，积分从 到 
所以最后才写成：

也就是说要改积分的上下限通过u（t）的范围

为什么有时 中会出现 ？这个后面一定会遇到。
如果系统的阶跃响应 在 有跳变，那么：

就会包含冲激项。
因为：

所以：
· 有一个大小为 的跳变 
· 中就有 
比如：

在 处：

在 处：

跳变量是：

所以：

中有：


三、零状态响应、冲激响应、阶跃响应之间的关系
这部分可以提前理解成后面卷积的铺垫。

1. 冲激响应


2. 阶跃响应


3. 因为

所以：


4. 因为

所以：


5. 更一般地
如果两个输入之间满足某种线性时不变关系，那么两个输出之间也满足同样关系。
例如：
若：

并且：

那么：

这就是 LTI 系统的核心能力。

四．这几页的总结
这一批内容可以压缩成必会结论。

1. 完整响应

也可以从经典法看成：


2. 零输入响应

只解齐次方程。

3. 零状态响应

一般是：

并且若输入含冲激，要做跳变分析。

4. 冲激响应

它是系统固有属性。

5. 阶跃响应

它也是系统固有属性。

6. 二者关系


7. 公式

这个公式在求 时尤其重要。（没说默认0正负一样，直接带0就行）

已经到“卷积”的门口了。后面会讲：

也就是说，任意输入的零状态响应，都可以用输入和冲激响应卷积得到。
例题：例题 1：求冲激响应 

求冲激响应时令：

所以：

对 ，右边没有冲激项，所以自由方程为：

特征方程：

所以：

因此：

[bookmark: OLE_LINK7]用跳变匹配，结论：

（复习一下，所以冲激响应和冲激响应的导数都会跳变，其中默认，也就是说所谓右侧冲激函数的阶数只决定积分的次数,最高阶函数决定是否哪个阶段是否有跳变，比如说为1阶，所以积2次，从最高阶函数开始积分，所以，因为，a=1，之后所以积1次，，因为，所以b+3a=3，所以b=0）得到：

所以：

解得：

所以：


顺便求阶跃响应 
阶跃响应和冲激响应关系是：也就是积分回去

由于 是因果的，所以：

计算：

所以：

整理：


例题 2：求阶跃响应 
[image: ]

求阶跃响应时：（带入的是阶跃就是阶跃响应，冲激就是冲激响应）

所以：

代入：

零状态阶跃响应要求：


第一步：写自由解
对应齐次方程：

特征方程：

所以：

自由解：


第二步：找特解
对 ，右边：

里面的 只在 起作用， 时右边只剩：（冲激函数不算特解的常数）

所以令特解为常数：

代入：

所以：

因此：


第三步：用跳变条件求系数
由于右边有 ，会导致 跳变。（注意冲激函数的系数就是对应强度关系）
但右边没有 ，所以 本身不跳变：

所以：

即：

又因为右边有 ，所以：

而：

所以：

又：

所以：

解方程组：

得：

所以：


例题 3：已知阶跃响应，求冲激响应
[image: ]

求 。
因为：

所以：

注意：
如果一个函数是：

那么求导时：

这里：

先求普通导数：

再算 ：

所以：

这个题最容易漏掉：

因为 在 从 0 跳到 3，跳变量就是冲激系数。

例题 4：重根例题，求 和 
这道是：

求冲激响应和阶跃响应。


这个地方右边是 ，所以左边必须也能产生 。
如果 只是普通函数，比如：

那么 最多产生 ，不能产生 。
所以 里面必须含有一个冲激项：

其中 是 的普通响应部分。

1. 先求 的普通部分
当 时：

所以方程变成齐次方程：

特征方程：

所以是重根：

因此普通部分为：

所以先写成：


2. 用冲激匹配法求 
设：

我们用公式：

另外：

所以：

代入左边：

只看冲激项：

所以左边冲激部分为：

右边是：

也就是：

所以匹配系数：

代入 ：

所以：

又有：


3. 求 
因为：

所以：

因此：

再求导：

所以：

代入：

得到：

因此：

所以冲激响应为：

也可以写成：


积回去


这题最容易错的地方
因为方程右边是 ，所以求 时右边是：

因此 里面必须有：

否则左边最高只能产生 ，产生不了 。
所以：

不能只写：

必须写成：

而 里面不含 ，只是普通函数乘 ：


这几题最容易错的地方
1. 阶跃响应求冲激响应时，别漏 
如果：

那么：

所以只要 在 点有跳变， 里面就有冲激。

2. 里出现 时， 会从 0 直接跳起来
比如例题 4：

所以：

里面会先有一个：

因此 。

3. 求 时不要忘记乘 
例如：

不能只写括号里的表达式。
因为阶跃响应是因果响应， 时应该为 0。

4. 重根时的齐次解形式
如果特征根是重根：

则齐次解不是：

而是：

例题 4 就是这个情况。
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