一、完全响应、自由响应、强迫响应、暂态、稳态
总结：

这是双零法。
经典法是：


[image: ]
1. 双零法

其中：
· ：零输入响应，来自初始状态； 
· ：零状态响应，来自外部输入。 

2. 经典法

其中：
· ：齐次解，也叫自由响应； 
· ：特解，也叫强迫响应。 

3. 暂态和稳态
在 中， 时消失为 0 的部分为暂态，剩余为稳态。
例如：

当：

有：

剩下：

所以：

但要注意：稳态不一定总是常数。
如果输入是正弦，稳态响应可能是正弦；
如果输入是 ，稳态响应可能是同频复指数；
如果输入是阶跃，稳态往往是常数。

二、卷积的定义
接下来进入：

这是后面非常核心的内容。

1. 连续时间卷积定义
已知两个信号：

它们的卷积定义为：

这里：
· ：最后结果的自变量； 
· ：积分变量，也叫“哑变量”。 
只是积分过程中的临时变量，最后积分完以后，结果只与 有关。
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2. 为什么卷积这么写？
可以把它理解成：
1. 固定 
2. 把 先反折成 
3. 再平移成 
4. 与 相乘 
5. 对所有 积分，也就是求“重叠面积” 
所以卷积的本质是：一个信号滑过另一个信号时，两者重叠部分的加权面积。

3. 卷积在 LTI 系统中的意义
对 LTI 系统来说：

其中：
· ：输入； 
· ：系统单位冲激响应； 
· ：零状态响应。 
这句话特别重要：LTI 系统的零状态响应 = 输入与冲激响应的卷积。

三、卷积里的变量替换和一致性

只是一个哑变量。
所以：

也可以写成：

只要上下限和表达式一致，变量名字不重要。

例子：
我们用性质：

这里：

所以 。
令：

则：

因为 。
所以：

这是那类“利用一致性”的题。
因为：

在

处取样，所以把 代进去：

所以结果还是：
（后面有详细卷积步骤）

四、卷积的反向思维题
已知：

求：

以及：

这种题很经典。

1. 求 
由定义：

即：

令：

则：

积分上下限会反过来，整理后：

所以：

直观理解也简单：两个信号都时间反转，卷积结果也整体时间反转。

2. 求 
由卷积尺度性质：

所以当 ：

注意这里有一个：

不能漏。
这和冲激尺度变换有点像，本质都来自积分变量变换。

卷积的基本步骤
步骤固定为 4 步：

第一步：变量置换
把：

变成：

这一步只是把横轴从 换成 。

第二步：反折平移
根据卷积定义：

所以需要把 变成：

过程是：

也就是：
1. 先关于纵轴反折； 
2. 再向右平移 。 

第三步：相乘
看：

和：

在哪些 范围内同时非零。只有同时非零的区域才有贡献。

第四步：积分
对乘积积分：

也就是求重叠区域的面积。

五、最关键：找积分上下限
难点：积分上下限。
卷积图解法最难不是画图，而是找两者重叠区间。

1. 支撑区间法
如果：

非零区间是：

而：

非零区间是：

那么乘积非零区间是两者交集：

只有当：

时，卷积才不为 0。

2. 卷积结果的支撑区间
如果：

支撑区间是：

支撑区间是：

那么卷积结果支撑区间是：

也就是：

例如：

在 非零，

在 非零，
那么：

在：

非零。这就是你图解法中分段讨论 的依据。

六、例题：已知图像求 
[image: ]
要求：

根据定义：

这时 已经固定为 3，所以我们只要画：

和：

然后求两者乘积的面积。

具体操作：原来给的是 。
要得到 ，按步骤：

也就是先反折，再右移 3。
画出 和 后，只看两者重叠的地方。
重叠面积是：（中间在x=1处跳变了，总之画图一一对应就好）

整理得到：

所以：

这类题的本质就是：固定某个 ，卷积值就是重叠乘积的面积。

七、系统框图和卷积结构
后面写系统结构及其 表示。
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1. 单个 LTI 系统
输入 ，冲激响应 ，输出：

注意这里是零状态响应。
如果系统有初始状态，那么总响应还要加上零输入响应：


2. 串联系统
两个 LTI 系统串联：

输入先经过 ，再经过 。
输出：

所以总系统冲激响应是：

也就是说：串联系统的总冲激响应 = 各子系统冲激响应的卷积。

3. 并联系统
两个系统并联：
一个输出：

另一个输出：

相加：

利用分配律：

所以总冲激响应：

[image: ]

4. 混联系统
有一个结构：上面一路是 ，下面一路先过 ，再过 ，最后相加。
上路响应：

下路响应：

所以总响应：

因此总冲激响应：


八、卷积的基本性质[image: ]
1. 交换律

这说明卷积时谁反折谁都可以，结果一样。
所以图解法时，可以选择更简单的那个函数去反折和平移。

2. 结合律

这在串联系统里非常重要。
串联系统：

不管先卷哪两个，最终结果一样。

3. 分配律

这在并联系统里非常重要。
例题：
[image: ]
题目给：

要求输入 。（记得这个意义）[image: ]

1. 先利用冲激卷积性质
已知：

所以：

展开：

因此：

而题目给：

所以得到微分方程：


2. 对 先求普通解
当 时：

所以方程变成：

这是一阶线性微分方程。
先求齐次解：

特征根：

所以：

再求特解。右边是 ，所以设：

代入：

要等于：

所以：

因此：


3. 关键：为什么要用 ？

这个地方本质上是在避免输出里多出一个冲激项。（或者可以说微分方程右边只有阶跃函数，所以没2.5还是2.4讲过的跳变，所以直接就是0）
因为：

对它求导时要注意：

这里：

所以：

于是：

再加上：

得到：

但是题目要求：

里面没有冲激项。
所以必须让：

因此：


4. 最终答案

通常写成：


这题不是普通地只解：

还要注意 带来的冲激。
因为如果

那么 里面会出现：

而输出 里没有 ，所以必须保证：

也就是：

最后：
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