来看
1. 卷积的后半部分：阶跃信号参与卷积、卷积的微积分性质、图解卷积技巧 
2. 傅里叶级数入门：、三角形式、对称性、频谱、指数形式 
从 时域分析 过渡到 频域分析 的桥梁。

一、在“收尾”和“提炼技巧”

1. 阶跃信号 与卷积

因为：

所以积分区间自动被限制成：

非常重要：


这句话的本质含义：它说明：和阶跃函数卷积，相当于对原函数做“累积积分”
所以：
· 卷积对象是 → 结果会变得更“平滑” 
· 这和“微分会让函数更尖锐”正好相反 

逆向思维
一个很重要的“逆向思维”：
如果看到某个式子是：

就应该立刻想到：

这很有用。因为有些题表面上是积分，实际上是在考 卷积识别。

2. 利用阶跃差得到“滑动积分窗口”
后面有这类结构：

这个函数表示一个宽度为 1 的矩形窗。
因为：

可以写成：

而：

所以两者相减就是：

因此：

这其实是在说：与矩形窗卷积，就是在做“滑动区间积分”
这个思想在后面“移动平均”“滤波器”“窗函数”里都很常见。

3卷积例子

这种题其实就是上面那个公式直接用：

再根据 的作用决定积分区间。
如果 ，往往没有贡献。
如果 ，实际积分下限就会变成 0。
如果 ，才是真正的 。
所以这一类题的关键永远是：
别急着算积分，先看阶跃函数把积分区间截成什么样。

（1）直通通道对应 
如果输入直接到输出，什么都没经过，那这一支路的冲激响应就是：

因为：


（2）串联：冲激响应卷积
两个系统串联：

总冲激响应是：


（3）并联：冲激响应相加
两个支路并联，总冲激响应是：


（4）先化简系统，再代具体函数
不要一上来就把所有具体函数代进去，最好先把系统结构化简成总冲激响应表达式。
比如某块图结构化简后可能是：

然后再把
，
代进去，这样不容易乱。

二、卷积的微积分性质：这一页非常核心

1. 卷积的微分性质
若：

则：

由卷积定义：

对 求导：

于是：

同理，也可以写成：

所以最终结论是：


这句话怎么理解？
就是：卷积整体求导，等于“任意一边先求导再卷积”。
这带来很大自由度：
· 谁求导简单，就导谁 
· 谁导完能变成 ，就导谁 
· 这样卷积计算会快很多 

2. 卷积的积分性质
由微分性质反过来就有积分性质。
如果：

表示 的一个原函数，那么：

或者：

更通俗地说：
一个函数不好卷，就可以考虑先“降阶”为导数或“升阶”为积分，再利用冲激函数、阶跃函数简化卷积。
谁能导出 就导谁
这个经验非常好用。

3. 常见图形的“微积分链条”
总结一个很重要的关系：
斜坡 → 阶跃 → 冲激
比如：

再导一次就会出现：

这说明：
· 连续斜线微分后变成常数/台阶 
· 跳变微分后变成冲激 
· 冲激再微分变成冲激导数 

图像直觉
可以记成：斜率变台阶，跳变变冲激
所以如果一个图像有很多折线和矩形，
通过微分，你就能把它变成更简单的“矩形”甚至“冲激串”。
这就是为什么卷积题里，先对一个信号求导。

三、 “求 ” 的例子，本质都是在用“导谁更简单”
一个题的两种解法：

[image: ]

[image: ]
思路核心
如果直接做：

很麻烦。
但如果发现：
· 是若干个 的线性组合 
· 或者 是若干个 的线性组合 
那就可以用：

或者：

这样卷积就立刻变成：

这种最简单的平移题。

为什么好用？
因为冲激卷积最简单：

所以一旦某个函数一求导变成若干冲激，整个卷积就会非常快。[image: ]

四、矩形卷积矩形：这是图解卷积里最经典的模板

1. 结论先记住
两个矩形卷积，结果通常是：
· 等宽矩形 * 等宽矩形 → 三角形 
· 不等宽矩形 * 不等宽矩形 → 梯形 
并且：支撑区间宽度相加
如果两个矩形宽度分别为 、，则卷积结果总宽度是：


峰值怎么求？
若两个矩形高度分别是 ，
那卷积值本质上是：

所以峰值等于：

即：高度乘积 × 较窄矩形的宽度
幅度 = 幅1 × 幅2 × 窄的那个宽度[image: ]

2. 例题[image: ]
题目是：

求：

并画波形。

先看两个函数的图像


表示从 到 的宽度为 3 的矩形，
再乘 2，所以高度为 2。
即：
· 高度：2 
· 区间： 



表示从 到 的矩形，
· 高度：1 
· 区间： 

卷积支撑区间
左端点相加：

右端点相加：

所以卷积结果只可能在：

非零。

分段分析重叠长度
卷积值 = 高度乘积 × 重叠长度
高度乘积：

所以只要找到“两个矩形重叠的长度”，再乘 2 就行。

第一段：
此时重叠长度从 0 线性增加到 2：

所以：


第二段：
此时较短矩形 完全落在 内部，重叠长度恒为 2：

所以：


第三段：
此时重叠开始减少，从 2 下降到 0：

所以：


最终结果

这就是一个标准的 梯形波形。

五、卷积部分总结
真正要掌握的是这几个“万能结论”：

1. 与阶跃卷积 = 积分


2. 卷积可交换

所以图解时谁动谁不动都行，
挑简单的那个来做。

3. 卷积微分性质


4. 技巧：谁导出 ，就导谁。

5. 矩形卷积矩形
· 宽度相同 → 三角形 
· 宽度不同 → 梯形 
· 总宽度 = 两宽度之和 
· 峰值 = 高度乘积 × 较窄宽度 
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