傅里叶的核心思想：把复杂信号拆成一堆简单的正弦/余弦/复指数信号。
为什么要拆？因为这些简单信号经过线性时不变系统时特别好处理：只改幅度和相位，不改频率。

1. 先从“向量分解”理解傅里叶
先别想信号，想普通向量。
二维平面里，一个向量可以写成：

这里的 是两个互相垂直的基向量。
比如：

意思是这个向量在 方向有 3，在 方向有 2。
那怎么求 3 和 2？靠“投影”。
因为 和 正交，所以你往 上投影，就只会得到 方向的成分，不会被 干扰。
这就是正交基的意义。

2. 信号也可以看成“向量”
一个函数，比如：

可以把它理解成一个“无限维向量”。
普通向量有很多坐标：

函数也有很多“坐标”，只不过这些坐标连续分布在时间轴上。
傅里叶的想法是：能不能找一组“函数基底”，把任意周期信号分解出来？
答案是可以。
这组基底就是：

或者用复指数形式写成：


3. 什么叫“正交基”？
在向量里，正交是：

在函数里，也有类似的“点乘”，叫内积：

如果两个函数的内积为 0，就说它们正交。
比如在一个周期内：

这说明：

和

是正交的。
直观理解就是：
一个是基波，一个是二次谐波，它们在一个周期内“互相不影响”。
去提取基波成分，不会混进二次谐波成分。
这就是为什么傅里叶系数可以靠积分算出来。

4. 傅里叶级数在做什么？
对于周期信号 ，它可以展开为：

它的意思是：
一个周期信号可以看成直流分量、基波、二次谐波、三次谐波……的叠加。
比如方波不是正弦波，但它可以由很多正弦波叠出来：

所以傅里叶级数解决的问题是：


5. 傅里叶系数为什么是“投影”？
三角形式里，余弦系数是：

这个式子本质上就是：

也就是投影。
它和向量投影完全类似。
向量里：

信号里：

所以积分不是凭空来的，它就是在问：
里面有多少 这种成分？
如果有，积分结果就不为 0。如果没有，正交性会把它筛掉。

6. 为什么又要用复指数形式？
三角形式是：

复指数形式是：

它们本质一样，因为欧拉公式：

复指数形式写起来更统一：

其中：

这里的 也是投影系数。
它表示：

在

这个频率分量上的投影。
所以：

就是第 条谱线的复幅度。它既包含幅度，也包含相位。

7. 周期信号为什么是“离散谱”？
周期信号的频率只能是：

也就是：

所以它的频谱是一根一根的线。
这叫离散频谱。
例如周期矩形脉冲串的系数：

意思是：谱线只出现在 这些位置上，但是谱线高度落在一个 Sa 函数包络上。
所以不是连续频谱，而是：


8. 傅里叶级数怎么解决实际问题？
它主要解决周期信号问题。
比如你有一个周期方波输入一个电路系统。
直接在时域分析方波很麻烦，因为方波有突变。
但如果把方波分解为：

那么系统对每个频率分量分别处理。
假设系统频率响应是：

那么输入的第 个频率分量是：

输出就是：

所以总输出是：

这个特别重要。
它说明：

所以傅里叶级数常用来分析：
· 周期方波通过滤波器后的波形； 
· 周期脉冲串的频谱； 
· 通信里的周期调制信号； 
· 电路中的谐波成分； 
· 失真问题。 

9. 为什么正弦波/复指数这么重要？
因为它们是 LTI 系统的“特征函数”。
LTI 系统就是线性时不变系统。
如果输入是：

系统冲激响应是：

那么输出：

卷积展开：

把和 有关的部分提出来：

后面那个积分就是：

所以：

这句话非常关键：

也就是：
· 幅度乘以 
· 相位加上 
所以正弦波是最适合分析系统的“基本零件”。

10. 那傅里叶变换又是怎么来的？
傅里叶级数处理的是周期信号。但是现实里很多信号不是周期的。
比如：
· 单个矩形脉冲； 
· 一段语音； 
· 一个衰减信号； 
· 一个雷达回波； 
· 一个通信码元。 
这些信号没有周期，不能直接用傅里叶级数。
于是我们想：非周期信号能不能看成周期趋于无穷大的周期信号？可以。
假设一个非周期信号只出现一次。
我们硬把它周期延拓，周期是 。
当 很大时，每个脉冲之间隔得很远。
当：

周期信号就变成了非周期信号。
这时基波频率：

会趋近于 0。
也就是说，谱线间隔越来越小。
原来是离散谱线：

当 时，谱线变得越来越密，最后变成连续频谱。
这就是傅里叶变换。
它们不是同一种东西。
它们分别对应：

可以把一个系统题看成：

其中：
· ：输入信号，时域表达； 
· ：系统的冲激响应，表示系统本身； 
· ：输出信号，时域表达。 
把它们变到频域后：
补充解释：

就像向量：

这里 是系数， 是基底。
傅里叶级数也是类似：

每一项前面的系数，就告诉你这个频率成分有多强、相位是多少。

1. 三角形式：
常用这种形式：

这里：

是直流分量，也就是平均值。

表示第 次谐波里 cos 成分有多少。

表示第 次谐波里 sin 成分有多少。
其中频率对应关系是：

所以 就是 这个频率处的成分。

2. 系数怎么求？
因为这些正弦、余弦基函数相互正交，所以可以用“投影”求系数。
约定下：

它们的意思分别是：

所以积分不是乱来的，本质是“看原信号里面含有多少这个频率的基函数”。

3. 指数形式：
复指数形式写得更统一：

这里：

就是第 条谱线的复系数。
它包含两件事：

指数形式的系数为：

所以：

表示信号在

这个复指数基函数上的投影。

4. 三角系数和指数系数的关系
这个最重要。
如果：

同时：

那么有：

对于 ：

反过来：

如果 是实信号，那么：

也就是负频率系数是正频率系数的共轭。

5. 为什么有时候说 ？
这个只在特殊情况下成立。
如果信号是偶函数，那么：

而且 是实数。
由公式：

所以：

这就是前面矩形偶脉冲那页笔记里说的：

原因是指数形式是双边谱，正频率一半，负频率一半；三角形式把正负两边合并成一个 cos 项，所以变成两倍。

6. 单边幅度相位形式
有时候三角形式还会合并成：

这个形式里：

是单边幅度谱。

是单边相位谱。
它和 的关系是：

更准确写法是：

因为要看象限。
它和指数系数 的关系是：

注意这里是 。
直流分量单独看：


7. 最清楚的对应表
	形式
	级数表达
	系数意义

	三角形式
	
	分别表示 cos 和 sin 成分

	幅相形式
	
	是幅度， 是相位

	指数形式
	
	是双边复频谱系数


对应关系：


8. 你做题时怎么用？
如果题目让求三角傅里叶级数，就求：

如果题目让求指数形式傅里叶级数，就求：

如果题目让画单边幅度谱、相位谱，就用：

如果题目让画双边频谱，你就用：

一句话总结：

三角形式看 cos/sin，指数形式看正负频率，幅相形式看每个正频率的幅度和相位。
补符号概念
1. 是什么？

是输入信号 的傅里叶变换。
也就是说：

它表示：输入信号 里面每个频率成分有多少。
比如：

那它的频谱大概意思就是：
· 这里有成分； 
· 这里有成分； 
· 其他频率没有。 
所以：

它不是系统，是输入信号自己的频谱。

2. 是什么？

是系统的频率响应。
它来自系统的冲激响应 ：

也就是说， 不是输入信号，而是系统本身的性质。
它表示：系统对频率为 的正弦信号，会放大多少、相位改变多少。
例如某个低通滤波器：
· 低频通过； 
· 高频削弱。 
那它的 可能大概是：

所以：


3. 是什么？

是输出信号 的傅里叶变换。
也就是：

如果输入信号频谱是 ，系统频率响应是 ，那么输出频谱就是：

这句话的意思是：输入信号中每一个频率分量，都被系统按 改变一下。

4. 用一个具体例子理解
假设输入是：

它有两个频率：
· 低频： 
· 高频： 
假设系统是低通滤波器，它的特点是：

意思是：
· 对 的成分，基本不削弱； 
· 对 的成分，削弱到原来的 。 
那么输出大概就是：

因为高频那一项原来幅度是 2，被乘了 0.1：

所以频域关系就是：

输入里有什么频率，看 。
系统怎么处理这个频率，看 。
处理后的结果，看 。

5. 周期信号时，为什么写成 ？
如果输入是周期信号，就不用连续的 来描述，而是用傅里叶级数系数：

这里的频率只有：

也就是：

所以周期信号的频谱是一根一根的谱线。
每根谱线的强度是：

现在这个周期信号通过系统 。
系统对第 根谱线的处理就是：

因为第 根谱线的频率是：

所以输出的第 个傅里叶级数系数为：

这里：
· ：输入周期信号第 次谐波的系数； 
· ：系统在这个频率处的响应； 
· ：输出周期信号第 次谐波的系数。 
所以周期信号通过系统时：

输出是：


6. 非周期信号和周期信号的区别
非周期信号
非周期信号频率是连续的：

所以用：

系统处理后：


周期信号
周期信号频率是离散的：

所以用傅里叶级数系数：

系统处理后：


7. 可以这样记这几个符号
	符号
	属于谁
	意思

	
	输入信号
	输入的时域波形

	
	输入信号
	输入的频谱

	
	系统
	系统的冲激响应

	
	系统
	系统的频率响应

	
	输出信号
	输出的时域波形

	
	输出信号
	输出的频谱

	
	周期输入信号
	输入的傅里叶级数系数

	
	周期输出信号
	输出的傅里叶级数系数


最核心的是：


8. 别把 和 混了
可以比喻：
：食材
输入信号里有什么频率成分，就像你有什么食材。
：厨师/加工规则
系统对不同频率怎么放大、削弱、移相。
：做出来的菜
输入频率成分经过系统处理后的结果。
所以：

也就是：


更准确地说：

它们都是“频域函数”，但代表的对象不同。
周期信号一般不用连续的 做主表达，而是用一串系数 。
非周期信号才主要用连续的 。
11. 从傅里叶级数到傅里叶变换的核心变化
傅里叶级数：

傅里叶变换：

区别是：

离散求和变成连续积分。
傅里叶级数的系数：

变成傅里叶变换的频谱函数：

傅里叶变换定义是：

它表示：

所以傅里叶级数是：

傅里叶变换是：


12. 但是注意： 和 不完全一样
这个地方会混。
傅里叶级数系数 是一根谱线的“幅度”。
傅里叶变换 是连续频率上的“频谱密度”。
可以粗略理解成：

所以周期越长，单根谱线越小，但谱线越来越密。
最后变成连续频谱的时候，不再看单根谱线，而是看一整片频率分布。
这就像：
· 离散质量：一个一个点质量； 
· 连续质量：质量密度函数。 
傅里叶级数像“点质量”。
傅里叶变换像“密度函数”。

13. 傅里叶变换怎么解决实际问题？
傅里叶变换主要解决非周期信号和系统问题。
比如一个信号通过滤波器：
时域关系是卷积：

卷积在时域很麻烦。
但是变到频域：

这就简单多了。
所以傅里叶变换最大的用途之一是：

这在系统分析里非常重要。
比如：
· 低通滤波器：保留低频，削弱高频； 
· 高通滤波器：保留高频，削弱低频； 
· 带通滤波器：只保留某一段频率； 
· 通信系统：分析信号带宽； 
· 采样系统：分析频谱搬移和混叠； 
· 图像处理：低频代表轮廓，高频代表边缘和细节。 

14. “频域”到底是什么意思？
时域看的是：

也就是信号随时间怎么变化。
频域看的是：

也就是这个信号由哪些频率组成。
比如：

时域里看到的是一个复杂波形。
频域里很清楚：
· 在 有一个成分，强度 3； 
· 在 有一个成分，强度 2。 
所以频域的作用是：


15. 为什么“时域越窄，频域越宽”？
矩形脉冲就是典型例子。
单个矩形脉冲的傅里叶变换大致是 Sa 形状：

第一个零点满足：

所以：

当 变小， 变大，频谱主瓣变宽。
所以：

直观理解：
一个很窄的脉冲变化很剧烈，需要很多高频分量才能合成出来。
慢慢变化的信号主要是低频。
突变、边沿、尖峰这些东西需要高频。

16. 可以这样理解“频率成分”
低频负责信号的大轮廓。高频负责信号的细节和突变。
比如一个矩形波：
· 只保留基波，看起来像正弦波，很圆滑； 
· 加三次谐波，开始有点方； 
· 加五次、七次、九次，边沿越来越陡； 
· 加得越多，越接近真正方波。 
所以方波边沿越陡，需要越多高频。
这就是为什么实际电路里方波通过低通滤波器后会变圆。
因为高频被滤掉了。

17. 傅里叶级数和傅里叶变换的关系总结
可以按这个逻辑记：
第一步：周期信号
周期信号可以分解成谐波叠加：

频率只能是：

所以频谱是离散的。

第二步：周期变大
当周期 变大：

变小，谱线间隔变小。
频谱越来越密。

第三步：周期趋于无穷
当：

周期信号变成非周期信号。
离散谱变成连续谱。
于是傅里叶级数变成傅里叶变换：


18. 做题时怎么判断用哪个？
可以直接按这张表判断：
	信号类型
	用什么
	频谱特点

	周期连续时间信号
	傅里叶级数 FS
	离散谱

	非周期连续时间信号
	傅里叶变换 FT
	连续谱

	周期离散时间信号
	离散时间傅里叶级数 DTFS
	离散频率、周期频谱

	非周期离散时间信号
	离散时间傅里叶变换 DTFT
	连续频率、周期频谱




19. 这些东西在实际分析里的完整流程
遇到一个系统题，常见流程是：
第一，看输入 是周期还是非周期。
如果是周期信号，用傅里叶级数：

如果是非周期信号，用傅里叶变换：

第二，看系统。
如果系统有冲激响应 ，求：

第三，在频域处理。
周期信号：

非周期信号：

第四，回到时域。
周期信号：

非周期信号：

这就是傅里叶方法解决实际问题的基本套路。

20. 傅里叶级数/傅里叶变换不是为了“算积分”而存在的。
它真正的作用是：

时域看信号怎么随时间变化。
频域看信号由哪些频率组成。
而系统对不同频率的处理通常很简单：

所以傅里叶分析的核心是：

可以把它记成一句话：

傅里叶级数是投影到一排离散频率点上；
傅里叶变换是投影到连续频率轴上。
