从 周期信号的傅里叶级数 DFS 过渡到 非周期信号的傅里叶变换 FT，
然后开始讲 FT 的性质。这里开始就是“频域分析”的核心了。

一、单边谱和双边谱
前面我们已经知道，周期信号可以写成纯余弦形式：

这里的 和 可以画成 单边幅度谱 和 单边相位谱。
因为 ，所以单边谱只画在正频率一侧。

1. 单边幅度谱
单边幅度谱画的是：

其中：
· ：直流分量 
· ：基波幅度 
· ：二次谐波幅度 
· ：第 次谐波幅度 
例如：

那么单边幅度谱就是：


2. 单边相位谱
单边相位谱画的是：

注意：直流分量 一般不讨论相位。

二、指数形式下的双边谱
指数形式傅里叶级数写成：

这里 可以取：

所以它是双边谱。

1. 三角形式和指数形式的关系
若：

因为：

所以：

因此：

而：



2. 双边幅度谱[image: ]
对于实周期信号：

所以双边幅度谱是偶对称的。
例如单边幅度谱中：

变成双边谱后：

直流项不除以 2：

 “相当于平摊了，除了 ”就是这个意思。

3. 双边相位谱
因为：

所以：

因此相位谱是奇对称的：

注意，相位可以差 ，比如：

和：

本质是同一个相位，因为相差 。

三、例题：从信号写单边谱和双边谱
例子是：

[image: ]
1. 先求基波周期和基波角频率（没有把 sin 转成 cos，严格按“单边幅度谱、相位谱”的余弦形式来说是不对的。）
两个非直流项的角频率分别是：

对应周期：

所以总周期取最小公倍数：

基波角频率：


2. 判断谐波次数

所以第一项是三次谐波。

所以第二项是四次谐波。

3. 把正弦统一成余弦
因为：

所以：

所以三次谐波为：

四次谐波为：

因此单边谱为：


4. 双边谱[image: ]
双边幅度谱：

双边相位谱：


例题：[image: ]
既有时间尺度变换，又有时间平移。
原信号：

现在令：

直接代进去：

展开指数：

所以新的基波频率变成：
于是：

对比可得：

所以答案是A
为什么没有 。这个地方很容易和傅里叶变换混淆。
傅里叶变换里有：

但是傅里叶级数系数做时间尺度变换时，不会多出来 ，因为周期也跟着变了。
原来周期是：

现在：

时间被拉长 2 倍，所以周期变成：

基波频率变成：

所以只是频率轴变稀疏了，系数本身不乘 。

这题可以记成一句话：

这题是：

所以：

四、周期矩形脉冲的 DFS
 “脉冲持续时间与带宽成反比”。这是非常重要的结论。
设周期矩形脉冲：
· 幅度为 
· 脉宽为 
· 周期为 
· 以原点为中心，即在 内为 

1. 直流分量
直流分量就是一周期平均值：

矩形脉冲一个周期内面积为：

所以：

这就是占空比乘以幅度。

2. 因为是偶函数，所以只有余弦项
该矩形脉冲关于 对称，所以：

是偶函数。
因此：

只剩：


3. 求 
[image: ]

因为偶函数积分可以写成两倍：

积分得：

由于：

所以：

也可以写成 函数形式：

于是：

4. 指数形式系数
指数形式系数为：

结果是：

注意：

因为这是偶函数， 是实数，双边每边分一半。

5. 频谱包络

说明离散谱线落在一个 函数包络上。
第一零点满足：

即：

所以主瓣宽度和 有关。如果看左右两边，零点是：

所以主瓣总宽度是：

但很多时候说“带宽”时，只说正频率方向，所以写：

 为什么“脉宽越窄，频谱越宽”？
关键看这个第一零点：

如果 变小，也就是脉冲变窄，那么：

会变大。
也就是说，Sa 函数的第一个零点跑得更远，主瓣变宽，频谱范围变大。
所以：

这就是：

直观理解就是：一个很窄的脉冲变化特别快，要用很多高频成分才能合成出来。
比如一个很宽、很平缓的波形，不需要太多高频。
但一个很窄、边沿很陡的脉冲，需要很多高频分量来“凑”出那个突变。

为什么说矩形脉冲频谱无限宽？
因为 Sa 函数虽然有零点，但它后面还有很多旁瓣：

它不是到第一个零点就彻底没了，而是后面还会继续振荡，只是越来越小。
所以严格来说：

但是工程上不可能真的取无限宽，所以通常近似认为：
· 取主瓣宽度作为带宽； 
· 或者取到幅度下降到某个标准，比如 。 
理论上谱线无限多，所以频谱无限宽；
但工程上常用主瓣宽度或者 带宽来近似。

6. 和 分别控制什么？
这个特别重要。
：控制谱线间隔
因为：

频谱的谱线位置是：

所以 越大， 越小，谱线越密。

：控制 Sa 包络宽度
第一零点是：

所以 越小，包络越宽。

可以这样记：


7. 怎么理解？
因为这是偶函数，所以三角形式只有余弦项：

指数形式是双边频谱：

由于信号是偶函数， 是实数，而且：

所以：

提出来：

而：

所以：

因此三角形式中的余弦系数是：

这就是“双边每边分一半”的意思。
指数形式里， 和 各有一根谱线；
三角形式里，它们合并成一根余弦谱线，所以幅度变成两倍。

最后浓缩成一句话：

脉宽越窄， 越小，则：

越大，频谱越宽。
所以：

也就是：

这句话后面通信、滤波、采样都会用到。

五、从傅里叶级数到傅里叶变换
周期信号用傅里叶级数，非周期信号用傅里叶变换。
周期信号频谱是离散的：

而非周期信号可以看作周期 ，于是：

谱线越来越密，最后变成连续频谱。
这就是从 FS 到 FT 的直观过渡。
[image: ]

六、非周期信号的傅里叶变换定义
笔记采用的约定是：

反变换是：

这里要特别注意正负号：
· 正变换： 
· 反变换： 

1. 是什么？
是关于 的函数，描述信号中各个角频率成分的大小和相位。
所以：

表示一对傅里叶变换。

2. 的意义
[image: ]
代入 ：

所以：

三角形信号面积为：

所以：


七、常见信号的傅里叶变换
这一页是必背内容。

1. 单边指数信号
[image: ]

其傅里叶变换为：

所以：

如果前面有幅度 ：


2. 单边指数的幅度谱和相位谱

模长为：

相位为：

所以：


3. 双边指数信号
[image: ]

它是偶函数。
傅里叶变换：

因为它是偶函数，所以结果是实偶函数：

相位为 0。

4. 门信号，也就是矩形脉冲
[image: ]
设：

则：

结果为：

所以：

这和前面周期矩形脉冲的频谱包络完全对应。

5. 直流信号
[image: ]
常数信号：

不是绝对可积的，所以不能直接用普通积分定义求 FT。
但在广义傅里叶变换意义下：

意思是：直流信号只含有 的频率成分。

6. 符号函数

其傅里叶变换为：

这也是广义傅里叶变换，不是普通积分意义下的 FT。

7. 阶跃函数
因为：

所以：

于是：


8. 冲激函数

的傅里叶变换为：

因为：
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