八、傅里叶变换的性质
主要讲 FT 性质。这里非常重要，考试经常靠性质快速求变换。

1. 线性性质[image: ]
如果：

则：


例子：组合矩形信号
笔记中有一个分解矩形的例子。
图像可以看成两个门信号相加：
· 一个窄门 
· 一个宽门 
于是：

如果：

那么：

得到类似：

本质就是：复杂信号拆成简单信号，分别求 FT，再相加。

2. 对偶性[image: ]
[bookmark: OLE_LINK1]这是傅里叶变换里很有特色的性质。
如果：

那么：

这个叫 对偶性。

怎么理解？
原来是：

对偶以后，时域和频域互换。
但要注意两个变化：
1. 多了一个 
2. 变量带负号： 
所以笔记写：变量置换，非对称反号，再乘 
这个记法很实用。
或者看更全面的理解：可以先看
、、、 到底谁是谁。
先记住：

也就是：

意思是：

反变换是：


1. 和 分别是什么？
比如有一个时域信号：

它可能是一段脉冲、一个指数衰减信号、一个矩形信号等等。
它的傅里叶变换是：

这个 表示：里面各个频率 的成分是多少。
所以：

是“时间角度看信号”。

是“频率角度看信号”。

2. 对偶性说的是什么？
如果：

那么：

这句话的意思是：原来 的傅里叶变换是 。
那如果我反过来，把原来的频域函数 当成新的时域函数，它的傅里叶变换就是 。
注意这个地方最重要：

不是说原来的频域变量还是 ，而是：
把原来的 这个函数形式，拿来当作新的时域函数。
比如原来：

那么对偶性里的：

就是：

只是把自变量名字从 换成 。

3. 为什么会有 ？
因为我们用的傅里叶变换定义不是完全对称的。
正变换：

反变换：

反变换前面多了一个：

所以对偶回来的时候就会多出来：

如果教材采用另一种对称定义，比如正反变换前面都带 ，那对偶性里的常数就会变。所以这个 不是凭空来的，是由傅里叶变换定义决定的。

4. 为什么有负号 ？
这是因为正变换和反变换指数符号相反。
正变换用：

反变换用：

而：

也就是说，反变换里面的正号，可以看成频率变量取了负号。
所以对偶以后会出现：

这个负号本质来自指数符号的变化。

5. 推一次
已知：

反变换是：

现在把 换成 ：

两边乘 ：

右边这个东西，其实就是把 当成时域函数后，对它做傅里叶变换。
所以：

也就是：


6. 用一个例子理解
已知一个常见变换对：
也就是说：

根据对偶性：

那么：

而：

所以：

对偶性就是帮“反向生成一个新的变换对”。

7. 对偶性的本质直觉
傅里叶变换本身是在做：

对偶性说的是：
既然 的频域是 ，
那么如果我把 反过来当时域信号，它的频域就应该和原来的 有关系。
关系就是：

所以它的核心是：

但互换时要注意：


8. 可以这样记
如果：

那么对偶性：

记忆步骤：
1. 左右互换：

2. 原来的频域函数 改成时域函数：

3. 原来的时域函数 改成频域函数，并带负号：

4. 右边乘 ：

所以笔记里的“变量置换，非对称反号，再乘 ”就是这个意思。

最核心一句话：


例子：由 求 的 FT[image: ][image: ]
已知：

用对偶性：

因为：

所以：

整理：

所以：

反过来，如果题目给：

求反变换，则：

选择题答案选 ，就是这个原因。

3. 奇偶对称性[image: ]
[image: ]
若 是实信号，且：

写成：

其中：
· ：实部 
· ：虚部 
则：

也就是说：


为什么？
因为：

展开：

所以：

对 是偶的， 对 是奇的，所以得到上面的结论。

偶分量和奇分量的傅里叶变换
任意实信号可以分解成：

其中：

那么：

偶分量对应频谱实部，奇分量对应频谱虚部。

九、尺度变换性质[image: ]
如果：

那么：


1. 时域压缩，频域扩展
如果 ，比如：

表示时域压缩 2 倍。
频域变成：

频谱被拉宽 2 倍，幅度乘 。
所以：


2. 时域扩展，频域压缩
如果：

表示时域扩展 2 倍。
令 ，则：

所以：

这就是笔记里说的：信号持续时间与带宽成反比。

十、时移性质
如果：

那么：

[image: ]

1. 延时

表示信号右移 。
频域乘：


2. 提前

所以：

例如：


3. 时移对频谱的影响
因为：

所以时移不改变幅度谱。
但是相位会多出：

因此：


十一、尺度 + 时移的综合应用
不要写成 之类的错误形式，要先把里面整理成标准形式。
[image: ]
比如求：

首先：

令：

则：

而：

所以根据时移性质：

这里的移位是：

不是 5。
十二、例题：已知 
[image: ]
题目类似：

求 。

1. 分别求两项
第一项：

第二项：

这里 ，所以：

因此：


2. 利用实信号的奇偶性质
已知：

其中：

所以：

相减：

再乘前面的 2：

所以：


十三、频移性质
如果：

那么：

[image: ]

1. 怎么记？
时域乘：

频域右移：

时域乘：

频域左移：


2. 与时移性质对比
时移性质：

频移性质：

它们很像，但不要混：
· 时域平移 → 频域乘指数 
· 时域乘指数 → 频域平移 
最基本的频移：乘一个复指数
如果：

那么：

这句话的意思是：
时域乘 ，频域整体向右移动 。
因为原来频谱是 ，现在变成：

函数图像规律是：

表示右移 。
所以：

同理：

表示频谱向左移动 。

为什么乘 cos 会变成两个平移后的频谱？
因为余弦可以拆成两个复指数：

所以：

分别变换：

所以：

这就是：

但更准确地说是：时域乘余弦，会让频域出现两个搬移后的副本。
一个搬到 ，一个搬到 。

图像上怎么理解？
假设原来的 集中在低频附近，比如：

也就是一个低频信号。
乘上：

以后，频谱变成两份：

和

也就是：
· 一份搬到 附近； 
· 一份搬到 附近； 
· 每份幅度变成原来的一半。 
所以频移的直观意义是：

这就是通信里的调制。
比如声音本来是低频信号，不能直接远距离无线传输，所以乘一个高频载波：

就把声音频谱搬到高频附近，变成无线电波发出去。

乘 sin 呢？
因为：

所以：

和 cos 很像，只是两个搬移后的频谱之间是“相减”，还带一个 。

可以这样记
乘复指数：搬一份

频谱向右搬 。

乘 cos：搬两份

频谱搬到正负两个位置。

乘 sin：搬两份但相减




3. 常用推论：乘余弦
因为：

所以：

于是：

这就是调制的基本公式。通信里“搬移频谱”就是这个。

十四、核心公式集中整理

1. 周期信号 DFS
三角形式：

纯余弦形式：

指数形式：

关系：


2. FT 定义


3. 常见 FT 对


4. FT 性质
线性：

对偶：

尺度：

时移：

频移：

奇偶：
若 为实信号，

则：

重点就是：
周期信号用傅里叶级数，非周期信号用傅里叶变换；时域的宽窄、平移、缩放、调制，都会在频域产生对应变化。
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